Correction du devoir surveillé de Mathématiques n22 TMaths G1

Exercice 1.

1. Voicil’arbre pondéré complété :

/
r, T~

1-r, —_—
\

0,8 Rn+1

2. (a) R, et R, forment une partition de 'univers donc, d’apreés la formule des proba-
bilités totaleson a :

P(Ryi1) = P(RynRyt) + PRy Ry

= P(Ry) xPg,(Rpi1) + P(R,) x Pp(Ry41)
= 0,95r,+0,2(1 —ry)
rns1 = 0,75r,+0,2

(b) Voici le script complété :

def suite(n):
r=20.9
for i in range(n)
r=0.75%r+0.2
return r

(c) 1l semble que la suite (r,) soit décroissante et qu’elle converge vers 0,8.
(d) On procede par récurrence. Soit P, : «r, > 0,8».

Initialisation : vérifions que P; est vraie.
sin=1onar =0,9doncr, > 0,8 ce qui justifie que P; est vraie.

Hérédité : Soit n € N*. Supposons P, vraie (r,, > 0,8).

Montrons que P, est vraie (r,+; =>0,8) .

D’apres I’hypothese de récurrence : r,, > 0,8 et en multipliant cette inégalité par
0,75 > 0 il vient 0,75r, > 0,6 puis en additionnant 0,2 on a 0,757, + 0,2 > 0,8 soit
rn+1 = 0,8 ce qui prouve que P, est vraie.

Conclusion : P, est vraie et P,, est héréditaire a partir du rang n =1, P, est donc
vraie pour tout entier naturel zn non nul.

VneN* r,>0,8.
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(e) VneN*,

rne1—1, = 0,75r,+0,2—r,
= -0,25r,+0,2

D’apres la question précédente on a démontré que r, > 0,8 donc en multipliant
cette inégalité par —0,25 < 0, il vient —0,25r, < —0,2 puis en additionnant 0,2 on
obtient —0,25r, + 0,2 < 0 soit r,; — I, < 0 ce qui prouve que la suite (7;,) ,en+ €St
décroissante.

(f) Lasuite (r,) ,en+ €st décroissante et minorée par 0,8 donc la suite (7,) ,en+ cOnverge
vers une limite ¢.

3. (@ VneN~,

Uny1 = Tpns1—0,8
= 0,75r,+0,2-0,8
= 0,75r,—0,6

0,6
= 0,75|r, - —
0,75

= 0,75(r, - 0,8)
= 0,75v,

On en déduit que la suite (v,),en+ €st géométrique de raison g = 0,75 et de pre-
mier terme v; =1, —-0,8=0,9-0,8=0,1.

(b) VrneN*, v, = v;g" ! soit v, = 0,1 x 0,751,
Orv,=r,—0,8donc:

r, = v,+0,8

= 0,1x0,75"1+0,8

0,1 i
= x 0,75" +0,8
0,75

2 n
= —x0,75"+0,8
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7

—_— .
8n+1 -1
Initialisation : vérifions que P, est vraie.

Exercice 2. Soit P,, : «u, =

7
si n =0 on a dans le membre de gauche 1, = 1 et dans le membre de droite P 1
donc P, est vraie.
7
Hérédité : Soit n € N. Supposons P, vraie (un = W)

i 7
Montrons que Pn+1 est vraie (un+1 = m)

D’apres 'énoncé :
Un
u,+8

7

1_
- 8 -1 D’apres H.R

7
8n+1_1+8

7

8n+1_1
7+8"%-8

8n+1_1

7 1
g1 8r2—1

7
8n+2_1

Upr1 =

Ceci prouve que P, est vraie.

Conclusion : P est vraie et P, est héréditaire a partir du rang n = 0, on en déduit que
P, estvraie pour tout entier naturel 7.
7

VnelN, un:m




