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Récurrence en autonomie : travail sur les égalités — Corrigé

Exercice 1

Soit la suite (u;,) neny définie par :

u0:3
VneN, uy1 =2u,—1

Démontrer par récurrence que pour tout entier naturel 7 : u, = 2" +1.

Montrons par récurrence : Vn e N, &, ou :
P, «un:2n+1+l»

Initialisation. Si 7 = 0 on a d’'une part uy = 3 d’aprés I'énoncé et 2°71 +1 =2 +1 =3 d’ol1 &
Hérédité. Soit n € N. Supposons 2, (i.e. u,, = 2"*1 + 1) et démontrons 2,1 (i.e. u,.1 = 2" +1).
Or,

Ups1 =2uUp,—1 d’apreésl’énoncé
=2(2"1+1)-1 d’aprés'hypothese de récurrence
=2"% 121
=2"2 41

D,Ofl yn_}_l .
Conclusion. Par principe de récurrence :

vneN, wu,=2""1+1



Exercice 2 ¥

Soit la suite (1) ,en+ définie par :

u1:3
vneN*, uy1 =0,9u,+1,3

Démontrer par récurrence que pour tout entier naturel n =1 :

100
un:13—7 x0,9

Montrons par récurrence : Vn € N*, &, ol :

100
P, «un:13—?><0,9n»

1
Initialisation. Si 7 = 1 on a d'une part u; = 3 d’apres I’énoncé et 13 — o x 0,91 =13-10=3 d’ou
P.
Hérédité. Soit n e N*. 0 0
Supposons £, (i.e. u, =13 — e x 0,9") et démontrons %, (i.e. u,;+1 =13 - e x 0,971y,
Or,

Up+1 =0,9u, +1,3 d’apres!’énoncé

00
=0,9 (13 By x 0, 9”) +1,3 d’apres’hypothese de récurrence

100
= 11,7—? x0,9"1 +1,3

= 13—% x 0,91

D’Ol\.l e@n-}-l .
Conclusion. Par principe de récurrence :

. 100 n
VneN, un:13—TxO,9



Exercice 3 **

Soit la suite (1) ;e définie par :
MQZZO

1
VneN, u,s1 = Eun+3n

Démontrer par récurrence que pour tout entier naturel 7 :

3
un::6n——124—55j§

Montrons par récurrence : Yn e N, &2, ou :

»

P, «uUup=6n-12+ =2
Initialisation. Si n = 0 on a d'une part uy = 0 d’aprés I'énoncé et 6(0) — 12 + % =-12+3%x4=0
d’ol1 4.

Hérédité. Soit n € N.

Supposons &), (i.e. u, =6n-12+ %) et démontrons 2, (i.e. U+ =6n—-6+
Or,

).

2n—1

1 ) N ) 2 2
Upsl = Eu" +3n d’apres’énoncé
1 3 e X .
=—|6n-12+ —=|+3n d’apres’hypothése de récurrence
2 n-2
3
=3n-6+——+3n
on-1
3
=6n—-6+——
on-1

D,Ofl e@n_}_l .
Conclusion. Par principe de récurrence :

3
VnelN, un::6n-—124-52j§



Exercice 4 *¥**

Soit n un entier naturel supérieur ou égal a 2.
Démontrer par récurrence que :

2n
Y (k+2)=n@n+1)+22m1 -5
k=2

Montrons par récurrence : pour tout entier naturel n =2, 22, ou:

2n
Pt Y (k+2k):n(2n+1)+22”+1—5»
k=2

4

Initialisation. Si 7 = 2 on a d’'une part Z (k+ 2k) =(2+4)+((3+8)+(4+16) = 37 et d’autre part
k=2

22@2)+1)+22@*1 _5=-10+32-5=37d'ou &,.

2n+2
Hérédité. Soit n > 2. Supposons 2, et démontrons ., (i.e. Y. (k + Zk) =(n+1)(2n+3)+22"+3
k=2
5).
Or,
2042 2n
Y (k+2k) =Y (k+2k) +(2n+1+22"1) 4 (2n+2+22"72)
k=2 k=2
=n@2n+1)+2°"" —54 (4n+3) +22"1 £ 22"+2 Q’apres 'hypothese de récurrence
=2n°+ n+4n+3—5+2x 221+l 4 p2nt2
=2n" +5n -2+ 2212 4 p2n+2
=(n+1)(2n+3)—5+2x 2272
=(n+1)@2n+3)+2*"*3 5
D,Ofl e@n_}_l.

Conclusion. Par principe de récurrence :

2n
vn>2, Y (k+25)=n@n+1+22" -5
k=2



