Correction du devoir surveillé n210 de Mathématiques

Exercice 1.

Partie 1.

X X

1. u est dérivable sur R et pour tout réel x, u'(x) = e * — xe™.
Ainsi v’ + u=e™* —xe ™ +xe~* donc v’ + u=e™* ce qui justifie que u est une solution particuliere de
(E).

2.E:yY+y=0<= y =-y.

Les solutions de cette équation sont les fonctions définies et dérivables sur R telles que :

x—Ce™ CeR

3. — Supposons v solution de (E) alors v' + v=e"".

Or u est une solution particuliere de (E) donc v’ + u = e * etainsi v'+ v = v’ + u que I'on peut aussi
écrire (v —u) + v—u =0 ce qui démontre que v — u est solution de E.
— Réciproquement supposons v — u solution de Eq on aalors (v—u) + v—u=0soit v/ -t/ +v—u=0
ouencore ' + v =u'+u=e"* vu que u est une solution de (E).
Ainsi v solution de (E).
— Conclusion: v est solution de (E) équivaut a v — u solution de E.
4. On a donc pour toute solution v de (E) :
v(x)—ux)=Ce™ < v(x)=u(x)+Ce"
5. La solution f, prenant la valeur 2 en 0 vérifie f>(0) = (0+C)e’ =2 < C=2.

Conclusion : f>(x) = (x+2)e™".

X X

— vx)=xe "+Ce™* < v(x)=(x+Ce ", CeR.

Partie 2.

1. Ona lim x+k=-oc0.
X——00

lim —x=+ocoet lim el = +oo: par composition des limites lim e~
X——00 T—+o00 X——00

produit des limites que : xI_i@ (x+ ke ™ =—o0.

* = +o0 et on en déduit par

. - Cx X _
De méme on a fi(x) = xe™™ + ke soit fi(x) = — + ke ™.
. e
. € . . . . X ..
Or lim — = +oo (limite de cours) donc par inverse des limites lim — =0 et ainsi:
X—+00 X x—-+oo ¥

lim (x+ke *=0
X—+00

2. [y est dérivable sur R et pour tout réel x,
[fx) = e *—(x+ke ™™
= e 1-k-x

3. Comme e™* > 0 quel que soit x réel, le signe de f,é(x) est celui de 1 — k — x expression d'une fonction
affine de coefficient directeur m = —1 < 0 qui s’annule pour x = 1 — k. D’ol1 le tableau de variations :

X —00 1-k +00
signe de fi.(x) + 0 -
variations de ek-1

e —00 — T 0
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Partie 3.

0
1. @ I :f e *dxdoncly= [—e_x](i2 =e?—1.
)

0
(b) Ona I, :f x"*le™*dx. On pose :
)

+1 X

u(x) =x" vV(x)=e"

) =m+1Dx" vx)=—-e*

par exemple

avec u, u', v et v’ dérivables sur [-2; 0], on intégre par parties :

0
Ingg = [—x”+1e‘x]?2+(n+1)f x"e ¥ dx
-2

(-2)"e?+ (n+ 1)1,

On a donc une relation de récurrence pour le calcul de I,,.
(c) Pour n =0, larelation précédente s’écritI; = —2e®+1p=-2e’+e’-1=-€’-1.
De méme avec n =1, on obtient: I, = (-2)%e? + 2l = 4e® —2e> -2 =2e>-2.
2. (a) D’apres A. 5. la fonction représentée est la fonction f>. Donc k = 2.
(b) Ona:

0

& = f(x+2)e‘xdx
-2
0

0
f xe_xdx+2f e *dx
) -2

I +2I,
—e?—1+2(e’-1)

= e*-3 u.a.
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Exercice 2.
1. Nous avons une classe de 30 éléves dont 10 filles et 20 garcons.
A chaque séance, le professeur interroge 3 éléves au hasard.

A: « Exactement deux des trois éleves interrogés sont des garcons ».
Le nombre total de facons de choisir 3 éleves parmi les 30 est donné par la combinaison suivante :

30 30x29x28
=— =4060

3 Ix2x1

Pour que deux des trois éleves interrogés soient des garcons, nous devons choisir 2 garcons parmi les
20 et 1 fille parmi les 10. D’apres le principe multiplicatif:

20 10} 20x19
X = x10=190 x 10 =1900
2 1 2x1

Ainsi, la probabilité P(A) est :

201 (10
X
2 1 1900 95
P(A) = = -2
(30) 4060 203
3

B. « Les trois éleves interrogés sont du méme sexe ».
Les cas possibles sont que tous les éleves sont des garcons ou toutes les filles.

20
- Si les trois éleves sont des garcons, il y a ( 3 ) facons de les choisir parmi les 20 gargons :

20 20x19x%x18
=——=1140

3 3x2x1

10
- Si les trois éleves sont des filles, il y a ( 5 ) facons de les choisir parmi les 10 filles :

10 10x9x%x8
=———=120
3 3Ix2x1

D’apres le principe additif, le nombre total de facons de choisir 3 éleves du méme sexe est donc:

20 10
(3)+(3):1140+120:1260

Ainsi, la probabilité P(B) est :
1260 9

4060 29
C. «Ily aau plus une fille parmi les trois éleves interrogés ».

P(B) =

Cela signifie qu’il peuty avoir 0 ou 1 fille parmi les 3 éleves interrogés.
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20
- Siil n'y a aucune fille (tous les 3 éléves sont des garcons), il y a ( 3 ) facons de choisir les 3 garcons

(20)
=1140
3

- Siil y aune seule fille, il faut choisir 1 fille parmiles 10 et 2 garcons parmiles 20. Le nombre de facons

de faire cela est :
10 20 20x 19
X =10x =10x%x190=1900

parmiles 20 :

1 2 X

D’apreés le principe additif, le nombre total de facons ou1 il y a au plus une fille est donc:
1140+ 1900 = 3040

Ainsi, la probabilité P(C) est :

3040 152

4060 203

2. Ilya19 internes dans la classe, dont 4 filles. Nous choisissons 2 délégués de sexes différents.

D. « Les deux délégués sont internes ».
Le nombre total de fagcons de choisir 2 délégués de sexes différents est :

(2] =

Sur les 19 internes, il y a 4 filles et 15 garcons.

4 15
Il'y a alors N e 60 choix possibles pour les deux délégués internes de sexes différents.

P(C)=

Ainsi, la probabilité P(D) est :
60 3
P(D)= — = —
200 10
3. E. «Un seul des deux délégués est interne ».

Cela signifie :
— Une fille interne et un gargon externe : 4 x 5 = 20
— Une fille externe et un garcon interne: 6 x 15 =90
Total cas favorables =20+90=110

110 11
P(E)=——=—
200 20
4. (a) Lexpérience estla répétition de n épreuves identiques et indépendantes ou seuls deux cas sont

possibles :

1
— soit c’est une éléve qui efface le tableau avec la probabilité p = 3 (probabilité du succes).

2
— soit c’est un éleve qui efface le tableau avec la probabilité g = 3 (probabilité de I’échec).
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Si on désigne par X la variable aléatoire donnant le nombre de succes, X suit la loi binomiale de

) 1
parametres n in connu et p = g .

P,=1-P(X=0)ouP(X=0)= —| [=| soit:
0/\3/ \3

(b) Nombre minimal de séances pour que P,, > 0,9999
Nous cherchons le plus petit n tel que :

Cela revient a résoudre I'inégalité :
2 n
(—) <0,0001
3

La fonction In est strictement croissante sur ]0; +oo[, I’ordre est donc conservé :

ln((%) ) < 1n(0,0001)

2
nln(g) <1n(0,0001)

In(0,0001)
In(5)
In(0,0001) .
@)

Le nombre minimal de séances est donc n = 23.

n>
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