Correction du devoir surveillé n°13 TMaths groupe 4

Exercice 1.

1. (a) On compléte 'arbre de probabilités relatif aux trois premiéres semaines :

0,9 As

0,6 A3
(b) As et Ay forment une partition de A;, d’aprés la formule des probabilités totales on a :
P(Ag) :P(AgﬁAg)—l-P(A_Qﬁ@
= P(Ag) X PA2 (Ag) + P (Ag) X PTQ (Ag)
=0,9%0,9+0,1x0,4
=0,8140,04
=0,85
(c) Sachant que le client achéte un melon au cours de la semaine 3, la probabilité qu’il en ait acheté
un au cours de la semaine 2 est :

P(AyNAs) |
Py, (Ay) = W soit Pa (Az) = === 0,95,

2. (a) On représente un arbre pondéré correspondant aux semaines n et n+ 1 :

0,9%x0,9

An+1

An+1

An+1

An+1

A, et A, forment une partition de I'univers, d’aprés la formule des probabilités totales on a :

P(Apt1) = P(AyNAy)+ P (4N An)
Pn X 0,94+ (1 —p,) x0,4
0,5p, + 0,4

Pn+1 = 0,5p, +0,4

(b) Voici le programme complété :

def suite_p(n)
p=1
for i in range(2,n+1)
p = 0.5%p+0.4
return p
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4. (a) Soit &, la proposition : p, > 0,8.

e Initialisation. On sait que p;1 = 1 donc p; > 0,8 : &?; est vraie.

o Hérédité.

Soit n € N*. Supposons &, vraie c’est-a-dire p,, > 0, 8.

D’aprés 'hypothése de récurrence, p,, > 0,8 donc 0, 5p,, > 0,4 et ainsi 0, 5p, + 0,4 > 0,8 qui
signifie p,+1 > 0,8. La proposition est donc vraie au rang n + 1.

e Conclusion.

P est vraie et ¥, est héréditaire a partir du rang 1 donne &7, est vraie pour tout n > 1.

On a donc démontré que, pour tout entier naturel non nul, p, > 0, 8.

(b) Vn € N*,

Pn+1 — Pn

075pn+074_pn
= 0,4—-0,5p,

Or pour tout entier naturel non nul, p, > 0,8 donc 0,5p, > 0,4 puis —0,5p,, < —0,4 et enfin

0,4 —0,5p, <0

On en déduit que, pour tout n > 1, pp+1 — pp < 0 et donc que la suite (p,,) est décroissante.

(¢) — La suite (p,) est décroissante.

— Dé plus pour tout n > 1, p, > 0,8 donc la suite (p,,) est minorée par 0, 8.

D’apreés le théoréme de la convergence monotone, on peut déduire que la suite (p,,) est convergente
vers une limite £ telle que £ > 0, 8.

5. (a) Vn e N*,

Un41

I

Pn+1 — 07 8

0,5p, +0,4-0,8
0,5 (v +0,8) — 0,4
0, 5vy,

Donc la suite (vy,) est géométrique de raison ¢ = 0,5 et de premier terme v; = p; — 0,8 = 0, 2.

(b) On déduit de la question précédente que, pour tout n > 1, v, = v1 x ¢" ! donc v, = 0,2 x 0,571,

Comme pour tout n > 1, p, = v, + 0,8, on en déduit que p, = 0,8 +0,2 x 0,5 1.

(c) La suite (vy,) est géométrique de raison 0,5 et —1 < 0,5 < 1 donc la suite (v,) est convergente
vers 0. Pour tout n > 0, p, = v, + 0,8 donc la suite (p,) est convergente et a pour limite 0, 8.
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Exercice 2.
I. Etude d’une fonction f

1. (a) u est dérivable |0 ; +oo[ et pour tout réel = > 0 on a u'(z) = 3z% + % > 0 qui est la somme de
termes positifs.
La fonction u est strictement croissante sur ]0 ; +oo|.
(b) Onawu(l)=1—-1+2In1=0.
On sait que la fonction u est strictement croissante sur ]0 ; 4o00[ et u(1) = 0 donc on en déduit
que : u > 0sur |1 ; 4oof et u <0 sur |0; 1[.
2. Etude de la fonction f

. Inz 1
(a) Ecrivons PR Inz.
On a limz = 0.
Or lim — = +o0 et lim Inz = —oo donc par produit des limites lim — X Inx = —o0 et au final
0 12 z—0 0 12
par différence des limites :
lim f(z) = 400
z—0
i . Inz . s .
(b) Ona lim z=+ooet lim — =0 (limites de cours), donc par différence des limites :
Tr——+00 e o ol

lim f(z)=+0o0

T—r+00

(c) f est dérivable sur |0 ; 4o00| et pour tout réel z > 0 :

1
f,(x) = 1-= 24

1—-2nzx
3

X x? —2xInx

- 1T

22 —1+4+2Inz
3
u(z)

73

Donc f/(x) est du signe déiu(z) puisque 2® > 0 sur ]0 ; +ool.

D’aprés la question 1. b. on en déduit que f'(z) > 0 sur |1 ; +oo] et
f'(z) <Osur]—o0; 1.

D’ou le tableau de variations de la fonction f sur ]0 ; +oo[ avec f(1) =1:

z 0 1 00
Signe
de f'(x) B v -
Variation +00 +00
de f T . ’///,,,//’//”’/”*
. Inx
3. (a) Pour tout réel > 0 on a d(z) = ——-.
x

On a 22 > 0 donc d(x) est su signe de —Inz sur |0 ; +oo[.
Or—lnz>0<+=hz<0<=0<2 <1

De méme —Inz =0 <= 2 =1et —Inz < 0 <= x > 1 et on en déduit le signe de d(z) sur
105 4o :
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signe de d(z) + 0 -

— Sur |0; 1], d(x) > 0 donc % est au dessus de A.
— sur |1; +oo[, d(z) < 0 donc ¥ est en dessous de A.

— % et A sont sécantes au point de coordonnées (1 ; 1).

II.Calculs d’aires
1. (a) On a vu que pour x > 1, f(z) < z; donc A(«a) :/ (:L'— [$— h;—;}) dz :/ h;—; dz.
1 1

On pose :

1 -

{u(x) = Inz u'(z) = %
22

r oz
1 1
LRS!
/e 1
a o«
. Ina . o1
(b) Comme lim —— =0 (limite'de cowrs) et' lim — =0, on a alors
a—+oco (¢ a—+oco (¢

lim A(a)=/¢=1.

a——+00

1 1
2. e>2,ona—<§<1.
e
On a vu que dans ce cas la courbe € est au dessus de la droite (A), donc :

En particulier :

—1 1
= -7t
e e
=1
= /
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Exercice 3.

1. Calcul d’un angle

(2 (3
(a) AB | 2 | et AC [ -1
-2 -1
— —_—
—3 #+ = : les coordonnées des vecteurs AB et AC ne sont pas proportionnelles donc ces vecteurs

ne sont pas colinéaires et par suite les points A, B et C ne sont pas alignés.
2 _ 2@ . Am 2
(b) ¢ AB*=AB -AB donc AB*=4+4+4=3x4et AB =23 (vu que AB > 0);
De méme AC2 =9+ 141 =11, donc AC = /11.
— —
(c) ® D’une part AB -AC =6—-2+2=6;
—> —) —
e D’autre part AB - AC = AB x AC x cos BAC.
6 3

Onadonc6:2\/§x\/ﬁxcosm<:>cosm: =
23 x /11 /33

La calculatrice donne BAC ~ 58,51, soit 58,5° au dixiéme prés.

2. Calcul d’une aire
—

(a) Soit M(z ; y; z) un point de P. Ona M(z ; y; z)€ P < CM -AB =0.
z+1
Avec CM | y+ 1], on obtient :
z—2

—2(z+1)+2(y+1)—2(2-2)=0 <= —(a4+1)+@y+1)—(2-2)=0 <= —zx+y—2+2=0.

1—
(b) La droite (AB) passe par le point A et est dirigée par le vecteur §AB par exemple donc une

r = 2-—1
représentation paramétrique de la droite (AB) est : y = t t eR.
z = 33—t

(c) Soit E le projeté orthogonal de C sur.(AB) :le point E appartient donc au plan P et a la droite
(AB) ; ses coordonnées vérifient donc'1’équation de P et les équations paramétriques de (AB), donc

le systéme :
—z+y—z+2 = 0
T = 2—-1 . .
y _ ,t € R; en remplagant z, y et z par leurs expressions en fonction
z = 3—-1

de t dans I’équation de P on obtient :
—24t4+t-34+t+2=0 <= 3t—-3=0 < t=1
On a donc E(1; 15 2).
H _1
(d) OnaBC | -3],douBC2=1+9+1=11et BC = V11.
1
Comme AC = BC = /11, le triangle ABC est isocéle en C; or on a vu que E est le projeté de C
sur la droite (AB), donc dans le triangle isoceéle (ABC), [CE] est la hauteur relative a la base [AB].
H 2
OnaCE (2|, dou CE?=1+4=28c¢t CE =2V2.
0
L’aire du triangle (ABC) est donc égale a :

ABXCE:2\/§X2\/§:2\/6ua

A(ABC) = .
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3. Calcul d’un volume
— = —
(a) F € (ABC) < ilexiste a € R, f € R, tels que : AF = aAB + pAC

-1 = —2a-38
<— -1 = 2a-—-p
0 = —2a-p
1
En ajoutant membre & membre les deux derniéres équations on obtient —1 = —25 <= f§ = 3
1 3 3 1
et en remplagant S par 3 dans la premiére équation —1 = —2a + D) — 2a0=1-— 3=73 =
1
a=—-.
4
— 11— 1— . :
Donc AF = _ZAB + §AC : les quatre points A, B, C et F sont coplanaires.
2
-
(b) Avec FD [ —2 |, on peut calculer :
—4

s
FD -AB =—-2—-2+4+4=0et
s
FD -AC = —-6+2+4=0.

s

Le vecteur FD est donc orthogonal & deux vecteurs non colinéaires du plan (ABC) : il est donc
orthogonal & ce plan, ou encore la droite (FD) est orthogonale au plan (ABC).

(c) Sil'on choisit comme base le triangle (ABC), la hauteur de e tétraédre est donc [FD] et la volume
est égal & :

V(ABCD) = % « A(ABC) x FD
Avec FD? = 4 + 4 + 16 = 24, on trouve ED = /24 = /4 x 6 = 2v/6, d’ou :

V(ABCD), = % x 2v/6 x 2v/6

4x6
3

= 8uv
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Exercice 4. On considére I'équation différentielle

(E): o —y=¢"

1. u est dérivable sur R et pour tout réel x on a :

u'(z) = e +axe”

u est donc une solution de (E).

2. (Bo): ¢y —y=0<«= 1y =y : les solutions de (Ep) sont les fonctions définies et dérivables sur R
telles que x — Ce”, C' € R.

3. Toutes les solutions de (E) sont donc les fonctions définies et dérivables sur R telles que :

z+— (C+z)e®, C R

4. On pose fa(x) = (C + x)e”.
f2(0) =2 <= C =2 et ainsi :

fo(z)= (& + 2)e”

5. g est dérivable sur R et pour tout réel z on a ¢'(x) =e” + (x + k)e” soit ¢'(z) = (x + k + 1)e”.
De méme ¢’ est dérivable sur R et ¢”(z) = (z + &k +2)e”.
Pour tout réel z on a e” > 0 donc ¢”(x) est dusigne de z + k + 2.
Orz+k+2=0<= x=—k—2:on en déduit le signe de ¢’(z) sur R :

T —00 —k -2 +00
signe de ¢'('z) — 0 +
g change de convexité au point d’abscisse —k — 2 et g(—k —2) = (—k —2+2)e 27" = —2e727F . Je

point Ap(—2 — k; —2¢727%) est I'unique point d’inflexion de Cy-
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