Correction du devoir surveillé n°13 TMaths groupe 4

Exercice 1.

1
1. On a dans 'urne Uy, 17 boules blanches et 3 noires soit 20 boules au total, donc py = 20 = 0, 85.

2. (a) On s’aide d’un arbre. Pour obtenir p,41 il faut considérer les cas ou 'on a tiré au rang précédent
une boule blanche :

An+1

A, et A, forment une partition de l'univers, d’aprés la formule des probabilités totales on a :

P (An+1) == P (An N An+1) + P (A_n N An+1)
17

= %pn+(1_pn) X

— 0,5p, % 0,4
_ By >
Pott = 5oPn T o

= 0,8p,4 0,05

20

(b) Voici le programme complété:

def suite_p(n)
p=1
for i in range(2,n+1)
| p = 0.8%p+0.05
return p

3. On a avec la relation de récurrence établie précédemment pg = 0, 8ps+0, 05 soit pg = 0,8x0,85+0,05 =
0,73.

4. (a) Soit &, la proposition : p, > 0,25.
e Initialisation. On sait que p; = 1 donc p; > 0,25 : & est vraie.
e Hérédité
Soit n € N*. Supposons &7, vraie c¢’est-a-dire p,, > 0, 25.

D’aprés 'hypothése de récurrence, p, > 0,25 donc 0,8p, > 0,2 et donc 0, 8p, + 0,05 > 0,25
qui signifie p,+1 > 0,25. La proposition est donc vraie au rang n + 1.

e Conclusion
P1 est vraie et &2, est héréditaire & partir du rang 1 donne &2, est vraie pour tout n > 1.

On a donc démontré que, pour tout entier naturel non nul, p, > 0, 25.
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(b) Vn € N*,

Pnt1 —Pn = 0,8pp, +0,05 —py

DPn+1 — Pn = 0,8p, + 0,05 — p, = =0, 2p, + 0, 05.
Or on vient de démontrer que p,, > 0,25 qui entraine
—0,2p, < —0,2 x 0,25 soit —0,2p, < —0,05 <— —0,2p, +0,05 < 0.
On a donc pour tout n > 1, pyy1 — pn < 0, cela prouve que la suite (p,,) est décroissante

(c) La suite (py) est décroissante et minorée par 0,25 : elle donc convergente vers un réel ¢ supérieur
ou égal a 0,25.

(d) Les suites (p,) et (pp+1) ayant la méme limite ¢, la relation de récurrence p,4+1 = 0,8p, + 0,05
donne £ = 0,8¢ + 0, 05.

(e) £=0,8/4+0,05 < 0,2¢ =0,05 <—

0,05
(=—"—=0,25.
0,2 ’
. . 1
Conclusion : lim p, =0,25 = —.
n——+o0o 4
On en déduit qu’a long terme, la probabilité que le tirage se fasse dans dans 'urne Uj se limitera
1
a Z
Exercice 2.
1. (a) Pour étudier le signe de Inz(1 — Inz), on étudie le signe de Inz puis celui de 1— = In z.

— Pourlnz :Inx >0<«<=z > 1.
Demémelnxr <0<=0<x<letlne =0<«=z2=1.

— Pourl—-Inz:1-lnz>0<+<=1>hr+=0<zr<e Demémel -Inz <0<z >ecet
l-lnz=0<=z=ec
On en déduit le tableau'de signe de lnz(1 ~Inz) :

T 0 1 e +00
signe de Inz — 0 + +
signede 1 — lnx + + 0 -
signe de Inz(1 —Inx) - 0 + 0 -

(b) On a f(z) —g(x) =Inz — (Inz)?> =Inz(l — Inx).
On déduit du tableau précédent que € est en dessous de ¢’ sauf entre 1 et e.
2. M(z ; Inz) et N (z ; (Inz)?).
(a) On a déja vu que h(z) =Inz(l —Inz).
h est dérivable sur 0 ; 4o00[ et pour tout x de cet intervalle :

W(z) — %x(l—lnx)+ln:px<—é>

1 2Inx
oz T
B 1—2lnx
N z
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Pour tout réel > 0, h/(x) est du signe de 1 — 2In .

1
—1—2lnw>0<:>1nx<5<:>O<x<e%.Deméme1—2lnx<O<:>ac>e%et
1-2lnw =0+ 1 =ecz.
On en déduit donc que : h est croissante sur ]0; e%] et décroissante sur [e% ; o0l

(b) Le résultat précédent montre la fonction h a un extremum (la dérivée s’annule en changeant de
signe), qui est un maximum pour x = 3 = Ve.

Comme ce nombre est entre 1 et e, (car 1 < e < e? = 1 < /e < e) le nombre h(z) est positif.

1 1 1
Donc MN = h(y/e) =Iny/e(1—1n+/e) = 3 <1 - 5) =7
(c) On pose X = Inx et I'équation devient X? — X — 1 = 0.
1
A = 5 > 0 donc I’équation a deux solutions réelles distinctes X; = 3 + ? =Inx et Xy =

1 V5

- — — = Inuxzs.

On a donc finalement deux solutions :

(d) Sur ]0; 1[U]e ; +oo[ la fonction (Inz)? — Inx est positive et représente donc la distance M N.

D’aprés la question précédente il existe deux valeurs de z'pour lesquelles la distance M N = 1.
1-v5 145

Cesont lesréels zo =a=¢ 2 etxi=b=e 2 ,aveca <b.

3. (a) On pose u(z) =z et v'(x) = 1 alors /() =1 etw(x) = x par exemple avec u et v dérivables sur
[1; e] & dérivées continues sur [1;e], on intégre par parties :

/lnajdzn — [mln:p]’i—/ 1dx
1 1

= [wz]y - [2]f
=1

(b) G est dérivable et pour tout réel z > 0 :

21 2
G'(z) = mmf—zmx+2+x< “$——>
X X

= (Inz)> -2z +2+2Inz —2
= (Inz)?
= g(x)

Ainsi G est une primitive de g sur ]0; 4o0f.

(¢) Sur Pintervalle [1; e] on a vu que In(z)—(Inx)? > 0, donc l'aire A est égale a/ [Inz — (Inz)?] da.
1

A = /lnwdx—/g(w)dx
1 1

)
= 1-G(e)+G(1)
= 3—-e (ua)
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Exercice 3.

1.

(a)

A AN Z
AB [ 1 | et AC |7
—3 1

|

— s
AB -AC = —4+7—-3 =0donc AB et AC sont orthogonaux et le triangle ABC est donc
rectangle en A.

(7 e
BC | 6] doncBA -BC =5—-6+12=11.
4

BA:\/12+(_1)2+32:\/HetBC: 52+62+42:\/7_7
On cherche la mesure en degrés de I'angle 1@ arrondie au degré.

On a alors
—_— — — —
BA -BC :BAXBCXCOS<ABC> — 11:\/ﬁ><\/7_7><cos<ABC>
= 11:\/ﬁxx/ﬁxﬁxcos(A/\]3C)

<— /COS (1@) = %

La calculatrice donne ABC ~ 68° au degré prés.

On veut démontrer que le plan P est paralléle-au plan (ABC).
2

Un vecteur normal du plan &2 est le vecteursn =1
-1
—  —
Les vecteurs AB et AC ne sont pas celinéaires car ABC est un triangle rectangle.
- —
Deplusn -AB =2x(-1) —1x1—-1x(-3)=-2-14+3=0
et
- —
n -AC =2x4-1x7=1%1=8-7-1=0
%
n est donc un vecteur normal & deux vecteurs non colinéaires du plan (ABC), c’est donc un
vecteur normal de ce plan et du plan &2.
Les plans Z et (ABC) sont donc paralléles.
On déduit une équation cartésienne du plan (ABC).
Le plan (ABC) a donc une équation de la forme 22 —y — z4+d = 0, comme A appartient a ce plan,
ona:b5+d=0soit d=—5.
Une équation de (ABC) est donc 22 —y — 2z —5=0.

On détermine une représentation paramétrique de la droite D orthogonale au plan (ABC) et
passant par le point E.

%
Un vecteur directeur de la droite D est donc le vecteur n

— = .
Onadonc M(z; y; z) €D < EM =tn ,avect € R, soit

r—1 = 2t r = 1+2t
y—2 = —t, teR <= y = 2—t, teR.
z2—4 = -t z = 4-t

On démontre que le projeté orthogonal H du point E sur le plan (ABC) a pour coordonnées

1
4;—;§.
27 2

H correspond a l'intersection du plan (ABC) avec la droite perpendiculaire & (ABC) qui passe par
E soit la droite D, les coordonnées de H seront donc solutions du systéme suivant :
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r=1+2t r=1+2t
=2-t =2-
4 — y=2-t
z:4—t Z:4_t
2 —y—2—-5=0 204+2t)—(2—-t)—(4—t)—5=0
r=1+2t t=3
— — 1
6t—9=0 z=3

1
3. On rappelle que le volume d’une pyramide est donné par V = §Bh ou B désigne l'aire d’une base et h

la hauteur de la pyramide associée a cette base.

On va calculer l'aire du triangle ABC puis démontrer que le volume de la pyramide ABCE est égal a
16,5 unités de volume.

Ac:m:metdom@:@;“:\/ﬁ;\@:11;/5

—
HE est la hauteur de la pyramide et HE

2 2
On a par suite HE = \/(—3)2 + <g> + (g) = % puis

1 11/6 27 11 xvV2x+/3x3
YV ==X —— X4/ — = =
3 2 \V 2 3x2x+2 2

B
(V]
w
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Exercice 4. On considére I’équation différentielle

(B): o —2y=e*.

1. u est dérivable sur R et pour tout réel x on a :

u'(z) = e+ 2™
u'(z) — 2u(z) = e** + 22e* — 2ze™
— e2x

u est donc une solution de (E).

2. (Eg): ¢ —2y=0<«= oy =2y : les solutions de (Ey) sont les fonctions définies et dérivables sur R
telles que  — Ce?*, C € R.

3. Toutes les solutions de (F) sont donc les fonctions définies et dérivables sur R telles que :

r+— (C +1x)e**, C-€R

4. On pose f3(r) = (C + x)e.
f3(0) =3 <= C = 3 et ainsi :

f3(x) = (24 3)e*

5. Soit g définie sur R par g(r) = (z + k)e??.
Calculons la limite de g en —oo.
On a une FI du type « oo — 0o doncon change d’écriture.
Pour tout réel z : g(z) = ze* + ke?* dong g(r) = xe®e® + ke?®.

lim ze® (limite de cours) et limwze® = 0 donc par produit des limites lim ze® x e* = 0 et
T——00 XT=>—00 T—r—00

lim ze® x ke*® = 0 d’oir'par somme des limites lim g(z) = 0 donc on en déduit que laxe des
T—r—00 T—r—00

abscisses est asymptote horizontale & la courbe représentative de la fonction g au voisinage de —oo.
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