Correction du devoir surveillé n®4 TMaths groupe 2

*veveyr Exercice 1 5 points

1. On reconnait une forme indéterminée du type «co —oco» donc on change d’écriture.

Soitn>0:-2n"+8n-5=n"|-2+—-—|.
n n
lim n?=+oco o
n—+oo par produitdes limites . 2 8 5
8 5 lim n°|{-2+—-—|=-0c0
lim —2+———=-2 = n—+co n n?

n—-+oo n n

Conclusion : lirP —2n%+8n->5=—oo.
n—

n

12 ) 12\" ) ) 12
2. -1<—=<1= lim |—| =0etparsuite lim 5(—] +200 = 200.
13 n—+oo |13

n—+oo\ 13
3. On a une forme indéterminée du type «co—oo» donc on change d’écriture.
1
4n—+y/n= n(4——).
vn
lim n=+oc0
n—+oo par produitdes limites . 1
. 1 lim n|4-—|=+o0.
lim 4——=4 = n—-+oo vn
n—-+oo n

Conclusion : lim 4n—+v/n = +oo.
n—+oo

4. VnelN, -1< cos(2n) <1 puis 4" — 1 < 4" + cos(2n) <4*+T.
4>1 = 11111 4" = +o0 puis liIP 4" —1 = +oo : d’apres le théoreme de comparaison
n—+oo n—
des limites on a alors liIP 4" + cos(2n) = +oo.
n—+o00

5. VneN, -1 < (-1)" <1puis -2 <2(-1)" <2 etenfin:
=2=n<2(-)"-n<2-n.
Or lirP 2—n=—o0:dapres le théoréme de comparaison des limites on a alors :
n—+oo

lim 2(-D)"-n=-0c0
n—+oo

*x*vv Exercice 2 8 points

Partie A : conjecture

1. Ona:
L 243
Uy = —-—u, Ug— —
1 2 0 0 2
= ——2243x2-2
2 2
5
2
De méme:
u 1u2+3 3
= —_—— u [—
2 2 1 1 2
1 5)2 5 3
= ——|=] +3x———
2\2 2 2
23
8
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TMaths groupe 2

2. Ala calculatrice, on obtient :

23 383 383
Uus = f(ug) = f(?) = E = 2,99219 et Uy = f(ug) = f(ﬁ) = 2,99997

3. Il semble que la suite (u,) soit croissante et qu’elle converge vers 3.

Partie B : validation des conjectures

1. VnelN,

Vn+l = Up+1—3

Il I Il
| | |

| | |
:N IS I
S + o+
<In w w
N N

< 3 3
= | I
+ | |

©

N— I
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|
|
—
<
3
|
w
=
™

2. Démontrons par récurrence que, pour tout entier naturel n, &7, ou :
P, -1<v,<0

e Initialisation : si n = 0 alors vy = uy — 3 donc vy = —1 d’ol1 &,

e Hérédité : soit n € IN. Supposons &, (i.e —1 < v, <0).
Montrons alors £, (i.e —1 < v,41 <0).
Par hypothese de récurrence, -1 < v, <0 = 0< vfl <1
1

12
:—Eg—ivnéo

= 1< -5 <Up1 <0

1

2

e Conclusion : d’apres le principe de récurrence :
VnelN, -1<v,<0.

3. (@ VmelN,

L)
~5Un " Un

1
Uy Evn+1

Un+1—VUn

(b) VrneN, v, <0donc -v,, >0.
1
Deméme:-1<v,<0 = —Egivngo
1 1
E<§Un+1<1
1
= —-v,+1>0
2
-v, =20

1
1 :—vn(—vn+1)204=>yn+1—vn>0
5””+1>0 2

VneN, v,.1 — v, =0, donc la suite (v,;) est croissante.

4. La suite (v;,) est croissante et majorée par 0 donc la suite (v;) est convergente vers une
limite ¢ telle que ¢ < 0.
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5.

Fok oo

1.

2.

3.

) 1
On résout I'équation x = —— x>

1 > 1 >
X=——X" <<= x+-x"=0
2 2

— X

1
1+—x):0
2
<~ x=0 ou x=-2

Mais on sait que ¢ € [-1; 0] donc ne peut pas avoir £ = —2.
Donc ¢ =0 et la limite de la suite (v;,;) est 0.

VnelN,
Upt1—Up = Upp1+3-v,-3
= Up+1—Vn

Or la suite (v;,) est croissante donc v, — v, = 0 ce qui implique que u,+; — u, > 0 et
donc que la suite (u,) est croissante.

De plus, la suite (v,) est convergente vers 0 donc, d’apres les théoréemes sur les limites,
on peut dire que la suite (1) est convergente vers 3.

Les conjectures faites dans la partie A sont donc validées.

+ Exercice 3 7 points

On calcule v;.

v, = 1,6vp—1,60]
= 1,6x0,3-1,6x0,3?
= 0,336

Au bout d'un mois il y aura 0,336 million d’insectes soit 336 000.
(a) RésolvonsI'équation f(x) = x.
fx)=x < 1,6x— 1,6x2 =X
< 0,6x—1,6x* =0
<~ x(0,6-1,6x) =0
<~ x=0 ou 0,6-1,6x=0

0,6
— x=0 ou x:ﬁ:0,375

S =1{0;0,375}. ’

1
[0 5]
(b) On étudie les variations de f sur l'intervalle

3
0; —|.
2

, f'(x)=1,6-3,2x.

]
0;—|.
2

f est dérivable sur

Vxe |0;

1
2

Etudions le signe de f "(x) sur

3
0;—|.
2

1
0<x<5 — 0>-3,2x>-1,6

= 1,6 f'(x)>0

1
On en déduit que la fonction f est strictement croissante sur |0; E] .
) 1
(@ Soit Z, :«0< vy < v,y < 5
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— Initialisation : On a vy = 0,5 et v; = 0,336.
1
Onabien0< v <1y < > d’olt &.

— Hérédité : soit n un entier naturel . On suppose &, (i.e 0 < vy < vy < %).
Montrons alors que Zp,41 (1.6 0 < Vyi2 < Vpa1 < %).
Par hypothese de récurrence :
0<vpr1 SV < %
= f0) < fups1) < flyy) < f(%) f est strictement croissante sur (0; %]

= 0< vy

/N

1
Vn+1 g 0)4 car f(o) = 0) f(Vn+1) = Vn+2; f(Vn) = Vn+l)» f(E) = Or4

= 0SS Up+2 S Up+1<0,4<0,5
D,Ol\l c@n_{_l.
— Conclusion : d’apres le principe de récurrence :

VnelN, 0<Svp1SUn<

N =

(b) — VneNN, v, < vy, :lasuite (v,) est donc décroissante.
— VnelN,0< vy :lasuite (v,) est donc minorée par 0.
— La suite (v,,) converge donc vers une limite ¢ telle que ¢ > 0.

(c) Lénoncé nous précise que la limite ¢ de la suite est solution de I'équation f(x) = x
dont les solutions sont x =0 ou x = 0,375.
Or vy = 0,3 et la suite (v,) est décroissante donc ¢ ne peut étre égale a 0,375 et donc
/=0.

(d) Cerésultat suggere que les insectes seront en voie de disparition puisque leur nombre
se rapprochera de a.
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