TMaths groupe 1

Correction exercice 2

Partie A - Résolution d'une équation différentielle

1. u est dérivable sur R et pour tout réel x,

W) = e +2xe?*
u' (%) = 2u(x) 2x

Il
(¢"]

La fonction u est une solution particuliere de I’équation différentielle (E).
2. y-2y=0 < y' =2y.
Le solutions de (Ep) sont les fonctions définies et dérivables sur R telles que : x — C e?*, CeR.

3. — Supposons v solution de (E) : on a alors v’ — 2v = e**. Or u est une solution particuliere de
(E), on a alors u' —2u = e®* et par suite v/ —2v =u'-2u
que l'on peut aussi écrire (v — u)’ —2(v — u) = 0 et par suite v — u est solution de I'équation
homogeéne (Ey).

— Réciproquement supposons v — u est solution de (Ey), alors
V' —u'-2(v—u) =0, soit v'—2v = u'—2u = e** (vu que u est une solution de (E)) ce qui signifie
que v est solution de (E).
Conclusion : v est solution de (E) < v — u solution de (Ey).

4. v solution équivaut a v — u solution de (Ey).

On a donc v — u est solution de (Eo) signifie que v(x) — u(x) = Ce?* soit v(x) = u(x) + Ce?* soit
encore :

v(x)=(x+C)e**, CeR

5. Onav(0)=1<= (KC+0)e*%) =C=1.
Conclusion : pour tout réel x, v(x) = (x + 1)e?*.

Partie B - Etude d’une fonction

1. ¢« lim x+1=+oco0.

X—+00
Or lim 2x=+ocoet lim e’ =+o0: par composition des limites lim e** = +oo.
X—+00 T—+00 X—+00

On en déduit par produit des limites xhr+n f(x) = +oo.

e En —oo on a une forme indéterminée, on change donc d’écriture.
f(x) = xe* x e* +e?*.

Or hm xe* =0 (limite de cours) et th e* = 0 donc par produit des limites th xe* xe* =0.
(e.0]

Enﬁn, hm 2x=-ooet lim e’ =0:par composition des limites lim e** =0.
—00 T——00 X——00

Onen dedult donc que xhr_n fx) =

2. Lafonction f est un produit de fonctions dérivables sur R donc sur cet intervalle et pour tout réel

X,
flx) = e +2(x+1)e* 1)

= e (1+2x+2) 2)

= (2x+3)e*” 3)

VxeR, e**>0,donc f'(x) ale méme signe que de 2x +3 qui admet —% comme racine.
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x —00 -3 +00
signe de f'(x) - 0 +
0 +00
variation de f \ /
1,-3

3 l —_
Onaf(—g) =—3e7.

Le signe de f(x) est celui de x + 1, donc f est positive sur ] —1; +ool et négative sur | —oo; —1[.

3. (@

(b)

D’apreés le tableau de variations précédent la fonction f est négative surl'intervalle | —co; —1[.
Donc l'aire de la surface & est égale (en unités d’aire) a 'opposée de I'intégrale :

-1
f f(x)dx.

Enposant u(x) =x+1et v'(x) = e**, on obtient :
1
ux)=letv(x) = Eezx par exemple.

avec u, v, u' et v’ dérivables sur R a dérivées continues, on intégre par parties :

_1 1 —1 —l
f f@dx = |(x+1)x—e>* —f e’ dx (4)
a 2 a a
[ 1 1 ,.]17"
= |(x+1)x=e**—=e** (5)
| 2 2 a
px -1
= [3¢”] (6)
L a
-1 a

a 1
Donc 2(a) = —e** + Ee_z.
On ala méme forme indéterminée que précédemment.

En écrivant de nouveau que ae?® = ae® x e“.

a
On a de la méme facon lim —e?* =0, donc:
a——oo 2

o2
lim 9(a) = — (u.a.)
a——o00 2
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