TMaths groupe 1

Correction exercice 4
Partie A

1. — Calculonslalimite de f en +oo.

1
lim 1-—=1et lim In(x) -2 = +oo: par produit des limites: lim f(x)=+oo.
X—+00 X X—+00 X—+00

1
— Limiteen0:1lim1-— =-ooet liII(l) In(x) — 2 = —oo donc par produit des limites, on en déduit
X x—

x—0
. x>0 x>0
que hn% f(x) = +oo.
X—

x>0
2. f estdérivable sur ]0; +oo[ comme somme et produit de fonctions dérivables sur ]0; +ool.
Vx>0:
1

f'(x)= iz(ln(x) -2)+ (1 - l) x —
X x) x

:iz(ln(x)—2+x—1)
X

= %(ln(x) +x—3)

3. (a) udérivable sur]0; +ool et pour tout réel x de I'intervalle ]0; +oo[on a u'(x) = l +1>0ce qui

prouve que la fonction u est strictement croissante sur ]0; +ocol. x

(b) Lafonction u est continue sur ]0; +oo[ car dérivable, elle 'est donc également sur [2; 3].
u est strictement croissante sur [2; 3]. De plus, 0 € [In(2) — 1; In(3)] intervalle image de I'in-
tervalle [2; 3] par la fonction u. D’aprés le corollaire du théoreme des valeurs intermédiaires,
I'équation u(x) = 0 a une solution unique a dans [2; 3].
Onau(2,20)<0etu(2,21) >0donc2,20< a < 2,21.

(c) Compte-tenu du sens de variation de u et des questions précédentes, on a:

X 0 a +00

u(x) - 0 +

4. (a) Onadémontré que f'(x) = &f) donc f’(x) ale méme signe que u(x) sur R.
X

signe de f'(x) - 0 +

+00 +00

Variation de f \ /
a

(b) Onsait que u(a) =0doncIn(a) +a—3=0etainsi:

In(a) =3-«a
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Partie B

(@) Soit F une primitive de f sur]0; +oo[ qui s'annule en 1.
On a donc F'(x) = f(x).

(b) Ona F'(x) =0 en x =1 et x = e® donc la courbe représentative de F admet deux tangentes
horizontales aux points d’abscisse 1 et e?.

1
(@) Onpose u(t)=Intet v'(t) =1.0n en déduit que u'(t) = p et v(t) = t par exemple.

Les fonctions u et v sont dérivables sur [1; x] a dérivées continues. On integre par parties.

f In()dt
1

X
(tInt]] —f 1d¢
1

= xIn(x) - [t]{
= xIn(x)—-(x-1)
= xln(x)—-x+1

(b) Pour toutréel x >0,

1

fx) = (1—;)(lnx—2)
IR (I
X X
= ln(x)—ln(x)+g—2

X

(c) Ona:
F(x) = ff(t)dt

I

xInx) - x+1-7 [(1nt)2]f+2[1nt]f—2[t]f

1
xIn(x)—x+1- E(lnx)z +2In(x) - 2x+2

1
xIn(x)-3x+3— > (Inx)? +2In(x)
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