Correction exercice 5
TMaths groupe 2

Partie A : étude d’une fonction auxiliaire

On considére la fonction g définie sur |0 ; +oo[ par

g(z) = —2lnz —ze+ 1.

1. — Limite en O :
lim —2In(z) = +o00
z—0
par somme des limites

e Iim —2lnx —ze+ 1 = 4+o00.

lim —ze+1=1 +0
n—0
Conclusion : lim g(z) = +00.
z—0

— Limite en +o0 :

11141_1 —2In(z) = -0
T—r+00 par somme des limites 1 _21 _ 1 - _ )
lim —ze4+1=—00 = 230 nT—zet o
n—-+o0o
Conclusion : lim g(z) = —oc0.
r—+00
2. La fonction g est dérivable sur |0; 400l
Pour tout réel x > 0, ¢'(x) = —~ e qui est une expression strictement négative sur |0; +oo[ : on
T

en déduit que la fonction g est strictement décroissante sur |0; +ool.

x 0 —+o0

Signe de ¢'(z) -

Variations de
g
3. Sur [0,5; 1] :

— la fonction g est continue car dérivable.

— ¢ est strictement décroissante.

— Onag(l)=—-2In(l)—e+1=1—e<0et g(0,5) = —2In(0,5) — 0,5e + 1 > 0.
0€[l—e; —2In(0,5) — 0,5e + 1] intervalle image de l'intervalle [0,5; 1] par la fonction g.
D’apres le corollaire du théoréme des valeurs intermédiaires, ’équation g(z) = 0 admet une
unique solution « dans l'intervalle [0,5; 1].

Utilisons la méthode balayage pour déterminer un encadrement de o & 0,1 prés.

9(0,6) >0 et g(0,7) <0 donc 0,6 < a<0,7.

4. Des questions précédentes, on en déduit le signe de g(z) sur |0; +oo] :




signe n B
de g(x) !
Partie B : étude de la fonction f
Inz + xe
fla) = R
A 1
L. Ecrivons f(z) = — x (Inz + ze)
x
— Limite en 0 :
.1
hn% — = +00 1
z=0T ar produit des limites 3 o
parprot 0 ilirb?x(lnzn—i—xe)——oo.
lim Inz + xe = —oc0
z—0
Conclusion : lim f(z) = —o0.
x—0

. L . 00 o
— Limite en +o00o : on a une forme indéterminée du type « — », donc on change d’écriture.
00

Inx e
f(a:) = 2 .
X X
. Inx o
lim — = 0 limite de cours
T=too par somme des limites . 1H x €
e r—+00 T x
lim — =0
r—+oo I

Conclusion : xll)]gg)(}f(:p) = 0.

2. f est dérivable sur ]0; +oo[ et pour tout réel z > 0,

1
<;+e> x 22 — (Inz + xe) X 2z

fll) =

1'4
B z+ex? —2xlnx — 2z%
24
~ l+4er—2lnz—2ze
33‘3
 2lnx—ze+1
1;3
o)
ZL'3

Pour tout réel > 0 on a 2 > 0 donc f'(z) a le méme signe que g(x) sur ]0; +oo[ , signe connu a
la question 4 de la partie A.
On en déduit que :



— f est strictement croissante sur |0; o]
— f est strictement décroissante sur [ ; +00]

lna+ae
3.0 e
b fa) =
1—ea
Org(a) =0«<= 2lha—-ea+1=0<=Ina = 5
On en déduit que :
Ina + ae
fla) = 2
1—eoz+
oe
_ 2
)
_ l+ae
202

4. On en déduit le tableau de variation complet de f sur ]0; 4o0] :

T 0 « —+00
Signe
de f'(x) " ‘ B
Variation L+ gze
/ 2 \
de f oo « 0

5. Construction pas utile.

Partie C : intégrale et suite

en+1 en+1

Int
Soit I, = / ?—2 dt et A, = / f(t) dt pour tout entier naturel n.
e’!L e’!L

1
1. On pose u(t) =1Int et v/'(t) = 2

On a alors u/(t) = i et v(t) = —3 par exemple avec u, v/, v et v/ dérivables sur [e" ;

continues, on intégre par parties :

1 n+1
I, = [—Zlnt +/

1 n+1 n+1
= [-qmd, - }
t

In(e"*!)  In(e?) 1 1
- en+1 en en—l—l e_n

n+1 n 1 1
Tl T T T
n+1l n+2

en B en—i—l

n+1

e"*1] a dérivées



2.(a) On a :

n t2
en+1 en+1

Int 1
- / %dt+e/ = dt
en t en t

en+1
- In+e[1n\t\]
en

= I,+en+1—n)
= I,+e

en+1
Int+t
4, = / nEERe g
e

0+1 042 2

(b) Ona[():e—o eonOnC[()Zl—g.

2
Apy=Ip+edonc Ag=1——+e.
e

(c) Soit n=0on ae’ =1 et et?

Sur U'intervalle [1; e] la fonction f est positive donc Ay désigne l'aire de la surface délimitée par
la courbe représentative de la fonction f, ’axe des abscisses et les droites d’équation x = 1 et
T =e.

3. On calcule la limite de A,,.

On commence par calculer celle de I,,.

= ec.

On a:

~_on+l n+42

h = —o ~ ot
_on 1 1/(n n 2
e" em e l\er en

en
Or lim — = 400 (limite de cours) donc par inverse = 0 et par suite lim I, =0.
n—+oo 1 texte™ n—+00

On a A, = I, + e et donc la suite (A,) converge vers e.



