TMaths groupe 1

Correction exercice 8

—_ — —
Dans |'espace rapporté a un repere orthonormé (O s 1, ], k ), on considere :

le plan £2; dont une équation cartésienne est2x+y—z+2 =0,

1
le plan 27, passant par le point B(1; 1; 2) et dont un vecteur normal est np | -1 |.
1

2
1. (a) Levecteur 71? 1 | estnormal au plan 27 d’équation 2x+y—z+2=0.
-1
(b) Ea =2x1+1x(-1)+(-1)x1=0donc E et n_2> sont orthogonaux.
On en déduit que les plans 27, et 2, sont perpendiculaires.
1
2. (a) Le plan 22, a pour vecteur normal 71; —11, donc il a une équation cartésienne de la forme

1
X—Yy+z+d=0oud estunréel a déterminer.

Be %, donc xg— yp+zg+d =0, autrementdit 1 -1+2+d =0doncd = -2.
Le plan 2%, a donc pour équation cartésienne x—y+z—2=0.

x=0
(b) Onnote A la droite dont une représentation paramétriqueest:{ y = =2+t , reR.
z = t

On cherche l'intersection des plans 27 et 2%, est’ensemble des points de coordonnées (x; y; z)
2x+y—-z+2 =0
X—y+z-2 =0
{2x+y—z+2:0 (:){Zx+y:z—2 {Sx =0
x—y+z-2 =0 X—y = —z+2 2x+y = z-2
On aboutitdonca x =0, y = z—2 et z quelconque égal a ¢.

vérifiant le systéme : {

Les plans 22, et %, ont donc pour intersection la droite de représentation paramétrique

x= 0
y = =2+t teR ,cest-a-dire la droite A.
z = t

On consideére le point A(1; 1; 1) et on admet que le point A n’appartient ni a 2| ni a %,.
On note H le projeté orthogonal du point A sur la droite A.

3. Onrappelle que, d’apres la question 2. b, la droite A est I’ensemble des points M; de coordonnées
(0; —=2+1¢; t), ou t désigne un nombre réel quelconque.
(@ AM2=(0-1)?+(-2+r—1)*+(-1)?=1+(9-61+ %)+ (*-2r+1) =22 -8r+11

DoncAM,; = V22 -8t +11.

(b) Le point H est le projeté orthogonal de A sur la droite A, donc la longueur AH réalise le mini-
mum des longueurs AM; ot M; est un point de A.

1l faut donc chercher le minimum de v 22— 8¢+ 11, donc le minimum de 22 — 8¢+ 11.
D’apres les propriétés de la fonction du second degré, le minimum de f(x) = ax? + bx + ¢

7
2a)

Donc le minimum de 2¢*> - 8¢+ 11 est réalisé pour £ = —

b
quand a > 0, est réalisé pour x = Y et vaut f
a

> =2, etvaut2x22—-8x2+11=3.
X

On en déduit que AH = v/3.
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4. On note 2 la droite orthogonale au plan &7, passant par le point A et H; le projeté orthogonal du
point A sur le plan 27,.

(a) Déterminer une représentation paramétrique de la droite ;.

La droite 2, est orthogonale au plan 27; donc le vecteur n;, normal au plan £, est un vec-
teur directeur de la droite 2,. De plus la droite 9, passe par le point A. Elle a donc pour
représentation parameétrique :

X = xa+2t x = 1+2t
Yy = ya+tt teR cest-a-direq y = 1+t reR
Z = zZpa—t z = 1—-t

(b) La droite 2; est orthogonale au plan £, donc le projeté orthogonal de A sur 27, est le point
d’intersection de 2, et de £?; ; ses coordonnées vérifient le systéeme :

X =1+2¢
y=1+t¢t
z=1-t

2x+y—-z+2 =0

Donc ¢ vérifie2(1+26)+(1+8)-(1—-1)+2=0,s0it2+4t+1+t—-1+t+2 =0, ce qui donne
2
r=--.
3
4 1 2 1 2
x=1+2t=1--=—=, y=1+t=1l--=-etz=1-t=1+—-=
3 3 3 3 3

1 15
Le point H; a donc pour coordonnées (_§ ; 3 ; —).
5. Soit Hy le projeté orthogonal de A sur le plan 27;.

wl o,

On admet que Hy; a pour coordonnées

4 2 4 J
(g , g ’ 5) et que H a pour coordonnées
(0;0;2). H,

Sur le schéma ci-contre, les plans 22, et 2%, sont
représentés, ainsi que les points A, H;, H,, H. P,
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AH; = HyH donc la quadrilatere AH;HH> est un parallélogramme.

La droite (AH;) est orthogonale au plan £, et H; appartient a ce plan; donc (AH;) est perpendi-
culaire a toutes les droites de £?; passant par Hyj, en particulier la droite (HH;).

Le parallélogramme AH; HH;, possede un angle droit donc c’est un rectangle.




