Correction du jour 12

1. a. On commence par modéliser la situation avec un arbre pondéré :
0,6 V3

A:p(VanV3) = p(V2) x py, (V3) =0,6x0,6 =0, 36.
B:Onap (V) =0,6=> p(vz) =1-0,6=0,4 et d’aprés|’énoncé pvz(vg) =0,9.

Donc p(72m73) - p(Vz) x pVZ(E) =0,4%0,9=0,36.

2. V, et V, forment une partition de I'univers donc d’apres la formule des probabilités totales :

ps = pVa)=pWVsnVa)+p(1anTs)

= 0,36+p(72) x py; (V3)
= 0,36+0,4%x0,1
= 0,4

Conclusion: p3 =0,36+0,04 =0,4.

3. Voicil’arbre modélisant la situation :

4. V, et V, forment une partition de I'univers donc d’apres la formule des probabilités totales :

Pn+1 = P(VnﬂVn+1)+P(VnﬂVn+l)
= pnx0,6+(1-ppy)x0,1
= 0,6p,+0,1-0,1p,
= 0,5p,+0,1




5. a. Démontrons par récurrence que p, > 0,2 : soit &, la proposition: p, >0,2.
* Initialisation. On sait que p; = 1 donc p; > 0,2; la proposition est vraie au rang 1.
o Hérédité
Soit n € N*. Supposons &, vraie c’est-a-dire p,, >0, 2.

D’apres 'hypothése de récurrence, p, > 0,2 donc 0,5p, > 0,1 et donc 0,5p, +0,1 > 0,2
qui signifie p,+1 > 0,2. La proposition est donc vraie au rang n + 1.

¢ Conclusion
2, est vraie et &, est héréditaire a partir du rang 1 donne £, est vraie pour tout n > 1.

On a donc démontré que, pour tout entier naturel non nul, p, >0,2.
b. VneN*,

Pn+1 —Pn = 0,5Pn+0,1—19n
0,1-0,5p,

Or pour tout entier naturel non nul, p,, > 0,2 donc 0,5p,, > 0,1 donc —-0,5p,, < -0, 1 et ainsi
0,1-0,5p, <0.
On en déduit que, pour tout n > 1, p,+1 — pn < 0 et donc que la suite (p,,) est décroissante.

c. Lasuite (p,) est décroissante et minorée par 0,2 : la suite (p,) converge vers une limite? telle
que ¢ >0,2.
Sa limite ¢ vérifie  =0,5¢ +0,1d’ou ¢ =0,2.

6. a. Pour tout entier naturel n non nul,

Up+1 = Pn+1—-0,2
= 0,5p,+0,1-0,2
= 0,5p,-0,1
= 0,5(pn—0,2)
= 0,5u,

Cette égalité montre que la suite u est la suite géométrique de raison 0,5 et de terme
est u; = p; —0,2s0it u; =0,8.

n-1
b. On sait que pour tout entier naturel 7 non nul u,, = u; x g*~! donc u, = 0,8 x (5) .

n-1
Or, de la définition de u, il résulte que p,, =0,2+0,8 x (5) .

1 n-1
c. Onsaitque 0 < - < 1 entraine que lim 0,8 x (—) =0,donc lim p,=0,2eton retrouve
2 n—+0o0 2 n—+0o

le résultat de la question 5.c.




