Correction de l'exercice du jour 5 : équations différentielles et étude de fonction

Partie 1. Equation différentielle

1. g est dérivable sur R et pour toutréel xona g'(x) =e*—1-2e *et:

ef—1-2e*+e*—x+2e7*

2e* —x—-1

g'(x)+gx)

On en déduit donc que la fonction g définie est une solution de (E).

2. Ey < y' = —y:lessolutions de Ej sont les fonctions dérivables sur R et définies par : x — Ce™
ouCeR.

3. On en déduit que toutes les solutions de (E) sont les fonctions dérivables et définies par :

x— Ce *+e*—x+2e*avec CeR.

Partie 2. Etude de la fonction g

1. Calcul des limitesde g en:

a. —oo.

Ona lim e*=0, lim —x=+ooet lim e*=+oco:o0n en déduit par composition des limites

X——00 X——00 T—+00
lim e * = +oo d’ol1 par somme des limites :
X——00
lim g(x)=+o0
X——00

b. +oo.

ex
On change d’écriture: pour x #0:e* —x=x (— - 1).
X
X

. . e ..
lim x=+occet lim — = +oo (limite de cours).
X—+00 X—+oco X

ex
Par produit des limites lim x (— - 1) = +o00.
X—+00 X

lim —x=-ocoet lim e’ =0:on en déduit par composition des limites lim e *=0d oit
X—+oo T—-o0 X——+00
par somme des limites :

lim g(x) =+o0
X—+00
2. Pour tout réel x,

e =2)e*+1) = eF+ef-2e°-2

= e —e*-2

3. Onadéjavuque g'(x) =e*—1-2e7".
On met e™* en facteur, il vient :
ef—1-2e "
= e ¥ (e’ -e*-2)

e *e*=-2)e*+1)

g'(x)
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4. Pourtoutréel xona:e * >0ete*+1>0donc g'(x) ale méme signe que e* — 2 sur R.
— Ore*-2>0<=e*>2 < x>In2 (lafonction In est strictement croissante sur ]0; +oo[ donc

'ordre est conservé).
— Demémee*-2<0< x<In2.
— Ete*-2=0<= x=1n2.
On en déduit le tableau de signes de g’(x) et de variations de g sur R :

X —00 In2 +oo

Signe de g'(x) - 0 -+

+00 +0oo

Variations de
8

3—-In2

g(n2)=eM2-In2+2e "2 =3-In2.
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