Correction exercices Toussaint

Exercice 1

Partie A

1. Toutd’abord, ona f(x) =2x—2x2.
f est dérivable sur R et sur cet intervalle f/(x) =2 —4x.
On étudie le signe de f'(x) sur R.

1
Calculdelaracine:2-4x=0<=x= X On en déduit le signe de f'(x) surR:

1
X —00 - +00
2
signe de f'(x) + 0 -
e 1y 1
On se restreint a l'intervalle |0; 5] :
1
X 0 z
2
signe de f'(x) +
1
variations de 5
f /
0
1 1
0)=0etf|=|=-.
jo-oer[3)-
1
La fonction f est bien strictement croissante sur |0; 5] .

N | =~

2. On admet que pour tout entier naturel n, 0 < u,, <
o U =2uy(l—uy)=2x0,3x0,7=0,42.

— Initialisation. On a uy < u; car 0,3 < 0,42.

— Hérédité. Soit n € N. Supposons &, (i.e. u, < uy+1) et montrons &, 1.
Par hypothese de récurrence, u;, < u;+1.
1
0; -
2

f étant strictement croissante sur , [ conserve l'ordre sur cet inter-

valle.

Comme on admet que uy, Uy € , on a par croissance de f :

1
0; -
2

1

, 1
SOIt Upy1 < Upy2 < > d’ott Zy41.
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— Conclusion. D’apres le principe de récurrence, pour tout n € N, u, < ty].

3. Cet encadrement montre que :

— VneN, u, < u,s :lasuite (u;) est croissante;

~
1 1
— VneN, u, < 5 :1a suite (u,) est majorée par 5

Conclusion : La suite (u,) est croissante et majorée, donc elle converge vers une

1
limite ¢ telle que ¢ < 3

Partie B

1. (a)

(b)

2. (a)

(b)

La relation de récurrence s’écrit alors P,,,; — P, = P, (1 —0 x P,), soit
Ppi1—Pp=Py < Ppy1=2P,

Cette égalité montre que la suite (P,) est une suite géométrique de raison 2
et de premier terme Py = 3.

VneN, P,=Pyxq"donc P,=3x2".

Comme 2> 1, lim 2" = +oo, et comme 3 >0,0ona lim P, = +oo, ce qui
n—+oo n—-+oo

est irréaliste pour une population sur le long terme.

Onavy=0,1xPy=0,1x3=0,3.

Larelation de récurrence devient :
Pyi1-P,=P,(1-0,2P,) < Pn+1_Pn:Pn_0,2Pi

d’ott P41 =2P, —0,2P2.
Or v;41 =0,1P;,41, donc:

Vne1 = 0,1(2P,—0,2P3)
= 0,2P,—0,02P2

Comme v, =0,1P,, < P,,=10v,, on obtient:

Vne1 = 0,2(10v,) —0,02(100,)*
= 2v,-0,02(100v%)
= 2vn—2vi
= 2v,(1-vy)

La relation de la question précédente montre que la suite (v,) est la suite

(u,) de la Partie A. On a vu que cette suite converge vers —.

. 1
Onadonc lim v, =-.
n—+oo 2

1
Or P, =10v,,donc lim P, =10 x > =5.

n—+oo
Finalement, la population se stabilisera autour de 5000 individus.
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Exercice 2

1. (a) L'arbre pondéré est donné ci-dessous :

&. AI’H—]
Ap
O’“ 1\0\
»8 = 0,2 * Bna
=03
1\ X/QJ ~ ° An+l
Q’Z

By,

/

17 .Bl’l+l

(b) Pour tout n € N*, A, et B, forment une partition de I'univers. D’apres la
formule des probabilités totales :

P(Ap+1) = P(ApN A1) +P(BrNAp+)
= P(Ap) xPy,(Aps1) +P(By) xPp, (Ans1)
= 0,8a,+0,3(1-ay)
an+1 = 0,5a,+0,3

2. Etude d'un cas particulier.
(a) Soit #,,:0<a; <0,6:

e Initialisation: a; = a =0,5donc 0 < a; <0,6.

o Hérédité : soit n € N*.
Supposons &, (i.e. 0 < a, < 0,6) et démontrons &, (i.e. 0 < a1 <
0,6).
Par hypothese de récurrence, 0 < a, < 0,6.
Alors:0<0,5%xa,<0,5%x0,6 = 0<0,5a, <0,3.
En ajoutant 0,3 a chaque membre :

0,3<0,5a,+0,3<0,6

Comme 0<0,3,onabien0< a,+1 <0,6,dout &,4;.
Conclusion : D’apres le principe de récurrence, pour tout n € N*, 0 < a, <
0,6.
(b) VneN*,

0,5an+0,3_ an
-0,5a,+0,3

an+1 — ap

Or, d’apres la question précédente, on a :

0<a,<0,6 = 0<0,5a,<0,3
= -0,3<-0,5a,<0
— 0<-0,5a,+0,3<0,3

= ap+1—ap=0

On en déduit que la suite (a;) est croissante.
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3. Etude du cas général.
(a) VneN~*,

Upy1 = ap+1—0,6
= 0,5a4,+0,3-0,6
= 0,5a,-0,3
= 0,5(a,-0,6)
= 0,5u,

La suite (uy),en+ €St donc géométrique de raison g = 0,5 et de premier
terme 1y =a; —0,6=a-0,6.

(b) YVneN*, u, = ulq”_l =(a-0,6)x0,5" 1
Oru,=a,-0,6 < a,=u,+0,6,s0ita, =(a—0,6)x0,5"1+0,6.
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Exercice 3

1. Onreconnait une forme indéterminée du type « co — oo » donc on change d’écri-

ture.
Soitn>0:
(=)=l
n-vn=n|{l-—|=n{l-——
n vn
lim n=+o00
n—+oo par produit des limites hm n (1 _ L = +4+00
lim 1-—=1 - oo -
n—-+oo n \/ﬁ

lim n—+vn=+o0
n—+oo

2. Pour tout ne N* :
—1<(—1)”<1 “— 0<1+(—1)n<2

Comme /1 > 0, on a par division :

0< 1+(-1" < 2
lim 0=0
n—+00 d’apres le théoreme des gendarmes l-m ]‘ + (_1)” — O
. c — = — .
1+(-1"
lim —( ) =0
n—+o0o \/ﬁ

3. PourtoutneN:

cos(nz) <] < —2cos(n2) > -2 n’ —2cos(n2) > nd-2

par comparaison
f—

n—+oo

lim n°-2=+00 . 3 9
3 ) 3 lim »n°-2cos(n”) = +oo.
n°—-2cos(n°) =>n’>-2 n—+oo

n—+oo

lim 72 -2cos(n?) = +oo

A . 2z . 2z oo y 2z .
4. Onreconnait une forme indéterminée du type « — » donc on change d’écriture.
oo

Soitn>0:
5n° 5n° 5

2 - 6 3\ 3
n?>+6n+3 n2(1+—+—2) 1+ 4=

n n n n

3 par quotient des limites lim — 5

lim 1+—-+—=1 = oo +E+i
n—+oo n n n nz
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. 5n2
lim Q5
n—+oo n“+6n+3

5. PourtoutneN:

sin(nz) <] &< 4sin(n2) <4 = 4sin(n2) —-n<4d4-n

par comparaison
—

n—+oo

lim 4-n=-o0 . .
oo, lim 4sin(n®) —n = —oo.
4sin(n“)-n<4—-n n—-+oo

lim 4sin(n2) —n=-00
n—+oo

. 2z . P m P .
6. Onreconnait une forme indéterminée du type « — » donc on change d’écriture.
o0
Pour toutneN:

3" 3"x1
n - 1)
3n+1 3n(1+_)
31’1
1
S Ty
1+(_)
3
1 n 1\"
-1<=-<1= Ilim (=] =0,donc lim 1+ —) =1.
3 n—+oo\ 3 n—+ 3

Par quotient des limites, on en déduit que :

m =
n—+oo0 3" 41

3n

7. Onreconnait une forme indéterminée du type « co — oo » donc on change d’écri-

ture.
Pour toutne N':
4" 4\"
4”—5”:5"(——1):5”((—) -1
5n 5

5>1 = lim 5" =+oc0 ,
4 n—+oo 4 n 4 n L par produit des limites hm 57’1 ((é) _ 1) —
-1<=-<1= lim (—) =0 = lim (—) -1=-1 i n—+00 5
5 n—+oo\ 5 n—+oo |\ 5

—0Q.
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8. Onreconnait une forme indéterminée du type « co—oo» donc on utilise |'expres-
sion conjuguée.
Pour tout ne N :

Wn+l-vn)(Vn+1+vn)

vn+l-vn =
vn+l+yn
B (n+1)—n
vn+l+yn
1
- vn+l+yn
lim vn+1=+oc0
n=>+00 parsemme lim vr+1++vn=+oo.
1ir+n V=400 } = oo vn o
n—+oo

Par quotient des limites, on en déduit que :

lim vn+l1-vn=0

n—+oo
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Exercice 4

1. (a)
(b)
(©
2. (a)

(b)

(b)
(©

(d)

U3 =5up—4x0-3doncu; =5x3-0-3=12.

De méme, up =5u; —4x1—-3doncuy, =5x12—-4—-3=53.

Il semble que la suite (u,) soit croissante et qu’elle ait pour limite +oo.
Soit Py, :«up=>n+1».

Initialisation. Pour n =0,0ona up =3 et0+1=1. Comme 3 > 1, Py est vraie.
Hérédité. Soit n € N. On suppose P, vraie (i.e. u, > n+1) et démontrons

P, (e up =>n+2).
Par hypothese de récurrence, ona u, > n+1, donc:

up,>n+l1 = 5u,>25n+1)
= bu,—-4n-3>5n+5-4n-3

= Up1=>h+2

D’Of.l Pn+1.

Conclusion : d’apres le principe de récurrence,

VnelN, Uu,=>n+1

Ona lim (n+1)=+oo.
n—+oo . L.
D’apreés le théoreme de comparaison des limites :

lim u,=+oco

n—+oo
VnelN,
Uns1 = Upr1—(n+1)—-1
= S5u,-4n-3-n-2
= 5u,—-5n-5
= 5(u,—n-1)
= 5v,

La suite (v,) est donc la suite géométrique de raison g = 5 et de premier
terme vy =uy—0—-1=2.
VneN, v, =vyxq" donc v, =2x5"
VneN,v,=u,-n-1< u,=v,+n+1.
Up=2x5"+n+1

VnelN,

Uns1—Up = 2x5" 1 4n+2-(2x5"+n+1)
= 2x5x5"-2x5"+1
= 2x5"5-1)+1
= 8x5"+1

vneN,8x5"+1>0donc u,.1; — u, >0, la suite (u,) est donc strictement
croissante.

8/10



Exercice 5

1. On commence par établir le tableau de variations de f surR:

1
3 +00

Variations
de f

donc on peut éli-

1
On doit avoir f’ positive sur et négative sur 2 +00

2
miner 6.
et concave sur

Utilisons la convexité de f : f semble convexe sur |—oo; -3

1 L.
_OO;_E et décroissante sur —§;+oo :

1
=3 ; +00 [ : f' doit alors étre croissante sur

la seule possibilité est %>.

2. (a) f estdérivable surR.
VxeR,

—2e*+(3-2x)e"
(=2+3-2x)e*
(1-2x)e*

f'(x)

(b) On étudie le signe de f’(x) sur R.
Vx eR, e*>0donc f'(x) ale méme signe que 1 —2x.

Calculdelaracine:1-2x=0<= x= 2

On en déduit le signe de f'(x) et les variations de f surR:

+00

DNI—

X —0

signe de f'(x) + 0 -

variations de 3

! T

3!

(©) (Tp) : y=f'(0)(x=0)+ f(0) donc (Tp) : y=x+3vuque f'(0) =1et f(0) =3.
3. (a) Pour étudier la convexité de f, on étudie le signe de f”(x).

f’ est dérivable sur R.
VxeR,

D=

—2e* +(1-2x)e*
(=24+1-2x)e"
(-2x—-1)e*

fll (x)

VxeR, e*>0donc f"(x) est dusigne de —2x — 1.
On peut dresser le tableau de signes de f”(x) et de variations de ' surR:
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x -0 -1 +00
signe de f"(x) + 0 -
variations de
f/
1
— [ est convexe sur |—oo; ~5
1
— [ est concave sur —E; +00]|.

1 1 1
(b) f change de convexité au point d’abscisse — 3 le point A (_E i f (—5)), soit

1
A (— > ; 4e_%), est le seul point d’'inflexion de %
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