Lundi 23 décembre 2024 TMaths Groupe 1

Correction exercice n21
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(b) On construit les quatre premiers termes de la suite :

(d)

De méme u> = 1y (2—up) d'olt up =

1,,
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2. (a) Soit Z, : 0<u,<1..Montronstoutd’abord que f est strictement croissante sur [0; 1].
f estdérivable en tant que polyndme de degré 2 sur [0; 1] et pour toutréel x € [0; 1], on
a f'(x) =2-2x>0:on en déduit que f est strictement croissante sur [0; 1]

— Initialisation. Vérifions que & est vraie.
Onauy=aet0<a<1donc ¥, estvraie.

— Hérédité. Soit n € N. Supposons &, vraie, c’est-a-dire 0 < u, < 1.
Par hypothese de récurrence 0 < u, <1 donc f(0) < f(u,) < f(1) car la fonction f
est strictement croissante sur [0; 1] donc I’ordre est conservé sur cet intervalle.
Or f(1) =1, f(uy) = up+1 et f(0) =0donc0 < uy,;; <1 ce qui prouve que ¥, est
vraie.

— Conclusion : & est vraie et &2, est héréditaire a partir du rang n = 0, on en déduit
que &, est vraie pour tout n de N.

VneN,O<u,<l1

(b) VrneN,

Upt1—Up = Up(2—Up)—Up

Up(1—uy)

Or on vient de démontrer que u, <1 < 1-u, >0 et comme u, > 0, on obtient par
produit u,+ — u, >0, ce qui montre que la suite (u,) est croissante.



(c) Lasuite (u,) est croissante et majorée par 1 : elle est donc convergente vers une limite

¢l telleque £ < 1.
(@ VneN,

Un+1 = l1—Upw
= 1-up2-uy)
= 1—2un+u,21
= (1-up’
= U2

1 7
(b) Onavozl—uozl—gdonc v():g.

[N 2 72
Dot vy =y = 5 .
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Puis v, = v§ = [(—)
8
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On va montrer par récurrence que v, = (—) .

8
e La proposition est vraie au rang z€ro.

21‘!
e Hérédité : soit n € N, supposons que v, = (5) .

2n+1

2)1
Onav, = v"fl et par hypothese de récurrence v,, = (5) .
7\ (7
ce qui induit que v,41 = (—) = (—)
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(5) 8 8

La relation est vraie au rang n + 1 : elle est donc vraie pour tout entier naturel 7.

On en déduit que v,4; =

(c) Comme —1<—-<1,donc lim (—) =0etafortiori lim (—) =0.
8 h—+oo \ 8 n—+oo | 8

Conclusion: lim v, =0.
n—+oo

Comme v, =1-u, < u,=1-v,;onendéduitque lim u,=1.
n—+oo



