Correction de I'exercice 2 TMaths G2

On consideére la suite (u,) définie par 1, = 8 et, pour tout entier naturel 7,
6u, +2
U,+5"

Un+1 =

1. Calculer u;.
Ona:
6uy+2

Up+5
6x8+2

8+5
50

13

u =

2. Soit f la fonction définie sur I'intervalle [0 ; +oo[ par:
6x+2

Fo= xX+5°

Ainsi, pour tout entier naturel n, on a: u,+ = f (uy).

(a) Démontrer que la fonction f est strictement croissante sur I'intervalle [0 ; +ool.
f estdonc dérivable sur [0 ; +ool.
Vxel[0; +ool,

6(x+5)—1(6x+2)

(x +5)2
6x+30—-6x—-2

(x +5)2
28

(x+5)2

f'(x)

f’ est donc le quotient de deux nombres strictement supérieurs a zéro : ainsi f' >0
et donc2 la fgnction [ est strictement croissante sur [0 ; +oo[ et son minimum est
f) = == 10 =04.
En déduire que pour tout réel x > 2, on a f(x) > 2.
Ona f(2) =2:or f est strictement croissante sur [0 ; +oo] :
x>2 = f(x) > f(2) =2 d’apres le calcul précédent.
(b) Démontrer par récurrence que, pour tout entier naturel n, on a u,, > 2.
Soit Z,,: u, > 2.
Initialisation : up =8 > 2 : la proposition est vraie au rang 0.
Hérédité : soit n € N, supposons &, vraie (i.e u, > 2). Montrons alors que %, est
vraie (i.e U1 > 2).
Par hypothese de récurrence u, > 2.
Par croissance de la fonction f: f (u,) > f(2) ot f (u,) = up+1 et f(2) =2.
On a ainsi u,+1 > 2 ce qui prouve que &, est vraie.
Conclusion : &, est vraie et &7, est héréditaire a partir du rang n = 0.
&, est vraie est donc vraie pour tout entier naturel 7.

vneN, u,>2
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3. On admet que, pour tout entier naturel 7, on a:

2—-up) (up+1)
U, +5 '

Up+1 —Un =

(a) Démontrer que la suite (u,) est décroissante.
Onau,>2 = u,+1>2+1>0etu,>2 = u,+5>2+5>0.
Le signe du quotient précédent est donc celuide 2 — u,; or u, >2 =
0>2-uy,, donc u,+; — u, <0 ce qui signifie que la suite (u,) est décroissante.

(b) En déduire que la suite (u,) est convergente.

La suite (u,) étant décroissante et minorée par 2 est donc convergente vers une li-
mite ¢, avec ¢ > 2.

4. On définit la suite (v,) pour tout entier naturel par :

un_z

(a) Calculer vyg.

Vg =

4
(b) Démontrer que (v,) est une suite géométrique de raison =

VnelN,

v _ Up+1 -2
n+tl — T -
Up+1+1

6un+2

Uup+5 2

6u;,+2

Up+5 +1

6up+2  2u,+10
Uup+5 Uup+5
6u;+2 Up+5
Uun+5 Uup+5

Tu,+7

4(u,-2)

7 (U, +1)

4
= v
7n

. o .4
La suite (v,) est une suite géométrique de raison 2
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(c) Déterminer, en justifiant, la limite de (v,).

4\" 2 (4\"
e Onsait qu’alors quel que soitneN, v, = vy (?) ou encore vy, = 3 X (?) .

4 n
Orcomme -1<—=<1,0ona lim (—) et par produit de limites lim v, =0.
7 n—+oo\ 7 n—+oo

En déduire la limite de (u,).
Onadonc lim etcomme u,+1>2+1>0,ona lim wu,—2 =0, soit enfin
n—+oo Y, +1 n—+oo

lim u, =2.Donc ¢ =2.
n—+oo

5. On considere la fonction Python seuil ci-contre, ou A est un nombre réel strictement plus
grand que 2. Donner, sans justification, la valeur renvoyée par la commande seuil (2.001)
puis interpréter cette valeur dans le contexte de I'exercice.

def seuil (A):
n=0
u=28
whileu>A:
u=(6*u+2)/(u+5)
n=n+1
return n

On vérifie a la calculatrice que 14 = 2,00079 est le premier terme inférieur a 2,001. Valeur
renvoyée : 14.
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