Devoir surveillé de Mathématiques n°3

2 : e 1 .
Exercice 1. On consideére la suite (u,) définie par ug = 2 et telle que pour tout entier naturel 7,

3uy,

Upy] = ————

17 v ou,
1. (a) Calculer u; et u,.

(b) Démontrer, par récurrence, que pour tout entier naturel n, 0 < u,,.
2. On admet que pour tout entier naturel n, u, <1.

(a) Démontrer que la suite (u,) est croissante.

(b) Démontrer que la suite (u,) converge.
Un

3. Soit (v,) la suite définie, pour tout entier naturel n, par v, = 1 .

(a) Montrer que la suite (v,) est une suite géométrique de raison 3.

(b) Exprimer pour tout entier naturel n, v, en fonction de n.
n

(c) Endéduire que, pour tout entier naturel n, u,, =

3n+1
(d) Déterminer la limite de la suite (u,,).
Exercice 2. On considere la fonction f définie sur R par:
X)==x"—-x+-.
fx) > >

Soit a un réel positif.
On définit la suite (u,,) par up = a et, pour tout entier naturel 7 :

Un+1 = f (up)

Le but de cet exercice est d’étudier le comportement de la suite (u,) lorsque n tend vers +oo, suivant

différentes valeurs de son premier terme uy = a.

1. (a) Onsuppose que a = 2. Représenter graphiquement, sur le graphique donné page 3, les trois
premiers termes de la suite (u,) puis émettre une conjecture quant a la convergence de la

suite (u,).

(b) ATl’aide de la calculatrice, conjecturer le comportement de la suite (u,) lorsque n tend vers

+o00o, pour a =3, 1.
2. Onposea=2,9.

(a) Vérifier que f est strictement croissante sur l'intervalle [1 ; +ool.
(b) Montrer par récurrence que, pour tout entier naturel n, on a:

1< up1 < Uy

(c) Montrer que (u,) converge vers une limite ¢ et déterminer sa limite sachant que ¢ est solu-

tion de I’équation f(x) = x.
3. Dans cette question, on prend a = 3,1 et on admet que la suite (u,) est croissante.

(a) Alaide des questions précédentes montrer que la suite (u,) n’est pas majorée.
(b) En déduire le comportement de la suite (u,) lorsque n tend vers +oo.
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Exercice 3.

Partie 1.

Sur le graphique ci-dessous, on a tracé la courbe représentative € d'une fonction f définie et déri-
vable sur R. On sait que :

— La tangente a la courbe € au point A d’abscisse —1 est parallele a I'axe des abscisses.
— Le point B (0;2) est le seul point d’inflexion de la courbe €.
— La tangente au point B a la courbe €y passe par le point de coordonnées (1;1).

On note f’ la fonction dérivée de la fonction f et f” la dérivée seconde de la fonction f.
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A partir du graphique et des renseignements fournis :
1. Déterminer f'(-1) et f'(0).

2. Déterminer le signe de f”(-1) et celui de f”(3).
Justifier que f”(0) = 0.

3. Donner le tableau de variation de la fonction dérivée f.

4. Une des quatre courbes ci-dessous est la représentation graphique de la fonction f’ et 1'autre celle
de f".
Déterminer la courbe qui représente la dérivée f’ et celle qui représente la dérivée seconde f”.

y Y |y \\ ¥
{ 2 - 2 3 4 " \
6 = \ \ 1
2 2.3 4% 3 9 g
2 4 HQ 2 3 4X 2 - 734X
’3 I5 19 L9
Courbe C; Courbe C, ourbe C3 Courbe Cy4

Partie 2.
La fonction f est définie pour tout réel x par f(x) = (x +2)e™".
Déterminer, f’(x).
Donner le tableau de variation de la fonction f.
Etudier la convexité de f.

- o

¢r admet-elle un point d’inflexion? Justifier et préciser éventuellement ses coordonnées.
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Annexe de I'exercice 2
54
a4
31
2 1
14
% % % % %
(I) 1 2 3 4

3/3 15 octobre 2025



